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ABSTRAK

Pada sistem koordinat kutub, grafik fungsi ganjil simetri terhadap garis 8 = m/2, tetapi tidak berlaku
sebaliknya, yakni jika suatu fungsi grafiknya simetri terhadap garis 8 = /2 tidak perlu merupakan fungsi
ganjil. Grafik fungsi genap simetri terhadap sumbu kutub (garis 8 =0), tetapi tidak berlaku sebaliknya,
yakni jika suatu fungsi grafiknya simetri terhadap sumbu kutub tidak perlu merupakan fungsi genap. Tujuan
penelitian ini adalah mengenalkan fungsi simetri terhadap garis tertentu pada sistem koordinat kutub dengan
metode menggeneralisasi fungsi ganjil atau fungsi genap. Selain itu, beberapa karakteristik fungsi simetri
pada sistem koordinat kutub akan dibahas dan hasilnya dituangkan dalam teorema-teorema. Hasil yang
diperoleh bahwa fungsi simetri terhadap garis 8 = 6, grafiknya simetri terhadap garis 8 = 8,, namun suatu
fungsi yang grafiknya simetri terhadap garis 8 = 6, belum menjamin merupakan fungsi simetri terhadap
garis 8 = 6. Hasil lain yang diperoleh adalah kombinasi linear fungsi-fungsi simetri merupakan fungsi
simetri.

Kata kunci: Fungsi ganjil, fungsi genap, fungsi simetri, koordinat kutub

PENDAHULUAN

Sistem koordinat biasanya digunakan untuk pendeskripsian, perhitungan, dan analisa,
baik yang bersifat geometrik maupun dinamik. Dengan sistem koordinat ini memungkinkan
untuk mengidentifikasi suatu titik di bidang atau di ruang dimensi tiga dengan sekumpulan
angka. Pada bidang, sistem koordinat persegipanjang (juga disebut Cartesian) adalah sistem
koordinat yang paling umum dipakai. Dalam koordinat persegi panjang, posisi koordinat
ditafsirkan sebagai panjang dan lebar sisi persegipanjang. Dalam beberapa masalah lain,
terkadang lebih mudah menganalisis posisi titik dalam sistem koordinat tertentu sebagai
sistem koordinat alternatif. Salah satu sistem koordinat alternatif itu adalah sistem koordinat
kutub. Kelebihan koordinat kutub diantaranya menyederhanakan persamaan berbentuk
objek simetris melingkar, seperti lingkaran atau spiral, menjadikannya lebih mudah ditulis
dan digambar grafiknya dibandingkan dengan koordinat persegipanjang, serta lebih intuitif
dalam survei dan navigasi karena lebih mudah mengukur sudut dan jarak secara langsung di
lapangan.

Dalam beberapa penelitian terdahulu, banyak peneliti menggunakan koordinat kutub
untuk memudahkan investigasi. Shatnawi, dkk (2017) menggunakan sistem koordinat kutub
untuk menginvestigasi polar PSO dengan menginisialisasi kembali posisi-posisi partikel
berdasarkan teknik inisialisasi. Zhou, dkk (2020) menggunakan koordinat kutub untuk
mendeteksi objek untuk penginderaan jauh. Zhu, dkk (2023) dalam eksperimennya
menyajikan diferensiasi optik dalam sistem koordinat polar karena lebih intuitif dan
informatif dalam penggunaan praktis. Marzuki, dkk (2023) mengenalkan koordinat kutub
untuk gerak-gerak melingkar kepada para siswa sekolah. Kemudian, Lee & Kim (2024) tidak
menggunakan sistem koordinat persegipanjang dalam memproses citra yang memiliki
karakteristik radial secara inheren karena menyebabkan masalah varian arah, sehingga lebih
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tepat menggunakan sistem koordinat kutub. Zhang, dkk (2024) mengenalkan dan
menyajikan algoritma untuk optimasi Honey Badger Algorithm menggunakan koordinat
kutub. Sementara itu para peneliti lain yang membahas dan menggunakan koordinat kutub
dalam penelitiannya diantaranya Borji (2016), Nauryzbayeva (2020), Volkova, dkk (2020),
Gamero-Castillero (2022), Kumar (2023), Haro & Aguilar (2024), Daniel, dkk (2024), dan
masih banyak lagi yang lainnya.

Untuk mengenal sistem koordinat kutub, berikut merupakan pengertian koordinat
kutub beserta penjelasannya yang diambil dan dirangkum dari Strang (2016), Lippman &
Rasmussen (2018), Hass, dkk (2018), Herman & Strang (2020), Rahmani-Andebili (2021),
Simon, dkk (2024), dan Schlicker, dkk (2024)

Untuk yang pertama, berkenaan dengan beberapa pengertian dalam sistem koordinat
kutub dan penyajian titik. Dengan menggambar sebuah setengah-garis tetap yang berpangkal
di titik O arah ke kanan yang selanjutnya dinamakan sumbu kutub. Titik O ini disebut kutub
atau titik asal. Sumbu kutub digambar dengan posisi mendatar dan mengarah ke kanan dan
oleh sebab itu sumbu ini dapat disamakan dengan sumbu-x positif pada koordinat
persegipanjang. Setiap titik P(7,0) di koordinat kutub, yang bukan kutub, adalah
perpotongan antara sebuah lingkaran berjari-jari r yang berpusat di kutub dan sebuah sinar
yang memancar dari kutub dengan besar sudut 6 yang dihitung dari sumbu kutub dengan
arah berlawanan dengan arah jarum jam, seperti diberikan pada Gambar 1.

P(r.0)
gl

\ 6
0

L J

Sumbu kutub
Gambar 1. Koordinat kutub

Sebuah sifat pada koordinat kutub yang tidak ada pada sistem koordinat persegi panjang
adalah tiap titik memiliki banyak koordinat kutub. Dua titik dalam koordinat kutub dikatakan
sama jika masing-masing jaraknya terhadap kutub sama dan selisih kedua sudutnya
berkelipatan 2nm untuk suatu » bilangan bulat. Dengan kata lain, dua titik dalam koordinat
kutub (ry,60;) dan (r,, 8,) dikatakan sama jika r; =1, dan 6; = 6, + 2nm atau r, = —1,
dan 8, = 6, + (2n + 1)m untuk suatu » bilangan bulat. Misalnya, titik dengan koordinat
kutub (3, n/2) juga memiliki koordinat (3, 57/2), (3, -31/2), (-3, 31/2), dan sebagainya. Untuk
titik asal mempunyai koordinat (0, #), di mana 6 sudut sembarang.

Berikutnya, berkenaan dengan hubungan antara koordinat kutub dengan koordinat
persegipanjang. Hubungan antara koordinat kutub dengan koordinat persegipanjang dapat
dilihat pada Gambar 2. Kutub pada koordinat kutub merupakan titik asal pada koordinat
persegipanjang dan sumbu kutub pada koordinat kutub merupakan sumbu-x positif pada
koordinat persegipanjang. Garis 8 = m/2 pada koordinat kutub merupakan sumbu-y positif
pada koordinat persegipanjang,
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Gambar 2. Hubungan antara koordinat persegipanjang dengan koordinat kutub

Konversi titik dari koordinat kutub ke koordinat persegipanjang diberikan sebagai berikut
x=rcosf dan y=rsind,
dan konversi titik dari koordinat persegipanjang ke koordinat kutub diberikan sebagai

berikut
r=4x2+y%2 dan 6 =tan™?! (X) :

X

Selanjutnya, berkenaan dengan grafik fungsi pada koordinat kutub. Penyajian grafik
fungsi dalam koordinat kutub dilakukan dengan cara membuat tabel pasangan terurut (7, 6)
dari fungsi r = f(8), memplot titik-titik tersebut pada bidang koordinat kutub, kemudian
menghubungkan titik-titik untuk membentuk kurva, dan menganalisis pola serta simetri
untuk memahami bentuk grafiknya, seperti lingkaran, kardioid, lemniskat, dan lain-lain.
Sebagai contoh, grafik fungsi r = 2 — 2cos6 diberikan pada Gambar 3.

Gambar 3. Grafik fungsi r = 2 — 2cos8

Jika diperhatikan, grafik fungsi r yang diberikan pada Gambar 3 simetri terhadap sumbu
kutub (garis 8 = 0) dan secara umum berlaku (6, + 8) = r(6, — 0) untuk sebarang 6.
Hal ini menunjukkan bahwa jika fungsi r memenuhi (6, + 8) = r(8, — 0) maka grafik
fungsinya simetri terhadap garis 8 = 6. Jika diperhatikan dengan pengertian fungsi ganjil
dan fungsi genap, maka fungsi simetri terhadap garis 8 = 6, merupakan generalisasi dari
fungsi ganjil atau generalisasi dari fungsi genap. Hal ini menjadikan beberapa kemudahan
memahami karakteristik fungsi simetri yang diturunkan dari sifat-sifat fungsi ganjil dan
fungsi genap yang telah dikenal sebelumnya.
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METODE

Fungsi r dalam koordinat kutub dikatakan simetri terhadap garis 8 = 6o jika
r(8y + 0) = (0, — 0) untuk setiap 6. Dalam mengenalkan istilah fungsi simetri terhadap
garis 8 = 6o pada sistem koordinat kutub, diperoleh setelah berhasil menggeneralisasi
pengertian fungsi ganjil dan fungsi genap pada sistem koordinat kutub. Grafik fungsi ganjil
simetri terhadap garis 8 = /2 dan grafik fungsi genap simetri terhadap sumbu kutub, yakni
garis 0 = 0. Fungsi simetri terhadap garis 8 = 6o ini merupakan hasil generalisasi dari fungsi
simetri terhadap garis 8 = m/2 pada pengertian fungsi ganjil atau sumbu kutub pada
pengertian fungsi genap. Fungsi 7,(0) =7r(0 + 6,) diartikan sebagai fungsi r; yang
diperoleh dari fungsi r melalui transformasi sudut (rotasi) terhadap kutub sebesar 8, dengan
arah berlawanan dengan arah jarum jam jika 6, > 0. Selanjutnya, untuk menggali
karakteristik dasar fungsi simetri terhadap garis 8 = 0 diperoleh dengan menurunkan sifat-
sifat dasar fungsi ganjil dan fungsi genap pada sistem koordinat kutub. Untuk karakteristik
lebih jauh berkenaan dengan kombinasi linier dan integral fungsi simetri mengikuti sifat-
sifat ruang vektor dan integral.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Untuk mengawali hasil dan pembahasan ini, terlebih dahulu dikenalkan pengertian
fungsi ganjil dan fungsi genap pada koordinat kutub. Definisi fungsi ganjil dan fungsi genap
sistem koordinat kutub analog dengan definisi fungsi ganjil dan fungsi genap pada koordinat
persegipanjang.

Definisi 1. Fungsi 7: R — R pada sistem koordinat kutub dikatakan fungsi ganjil jika
r(—0) = —r(0), untuk setiap 6 di R.

Sebagai contoh, fungsi yang didefinisikan 7:1(6)= sin26 dan 7.(0)= 63, keduanya
merupakan fungsi ganjil karena berlaku r:(-0)= sin(2(-6))= sin(-20)= -sin(260) = -r.(0)
dan juga berlaku r.(-0)= (-0)3 =-03= -12(0). Sedangkan fungsi r:(6)= cos 6 bukan
merupakan fungsi ganjil. Grafik fungsi ganjil pada koordinat kutub simetri terhadap garis 0
= m/2. Fungsi ganjil 1 dan r2 yang diberikan pada contoh di atas, grafiknya dapat dilihat
pada Gambar 4.

S B

(a). Grafik fungsi r,(6) = sin 26 (b). Grafik fungsi r,(8) = 63
Gambar 4. Grafik fungsi ganjil pada sistem koordinat kutub
Pada sistem koordinat persegipanjang, grafik fungsi ganjil simetri terhadap titik asal dan
setiap fungsi yang grafiknya simetri terhadap titik asal adalah fungsi ganjil. Pada sistem

koordinat kutub, grafik fungsi ganjil simetri terhadap garis 8 = /2, namun tidak setiap
fungsi yang grafiknya simetri terhadap garis 6 = m/2 merupakan fungsi ganjil. Sebagai
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contoh, fungsi r = cos260 yang grafiknya diberikan pada Gambar 5 simetri terhadap garis
0 = m/2, tetapi r = cos26 bukanlah fungsi ganjil.

0.5

05,

Gambar 5. Grafik fungsi r = cos260

Selanjutnya dibahas beberapa karakteristik fungsi ganjil yang disajikan dalam teorema-
teorema berikut.
Teorema 2. Jika r fungsi ganjil, maka r(0) = 0.
Bukti: Misal berlaku r(—0) = —r(8), untuk setiap 6 € R. Oleh karena itu,
r(0) =r(=0) = —r(0),
sehingga diperoleh 2r(0) = 0, yang berakibat r(0) = 0. m

Dari Teorema 2 ini diperoleh informasi bahwa grafik fungsi ganjil setidaknya minimal satu
kali melewati kutub, karena r = 0 adalah kutub.

Teorema 3. Jika r; dan 7, keduanya fungsi ganjil, maka kr; dengan k € R dan r; + 1,
merupakan fungsi-fungsi ganjil.
Bukti: Misal berlaku r;(—60) = —r;(0) dan r,(—0) = —1,(0), untuk setiap 8 € R. Oleh
karena itu, untuk setiap k € R diperoleh

kr (=0) = k(_7'1(9)) = —kr,(0),
dan

(ry + 1) (=0) =11(=0) + 1, (=0) = =1, (0) —1,(0) = —(r; + 12)(0) .

Jadi kr; dengan k € R dan r; + r, merupakan fungsi-fungsi ganjil. m
Dari Teorema 3, diperoleh akibat berikut.

Akibat 4. Kombinasi linear dari fungsi-fungsi ganjil adalah fungsi ganjil.

Teorema 5. Jika r fungsi ganjil yang terintegral pada selang [—8,, 8], maka
)

f r(68)do = 0.

_90
Bukti: Misalkan 8 = —a, maka df = —da. Karena r fungsi ganjil, dengan sifat integral dan
menggunakan variabel dummy, diperoleh

6o —6, -6y 8o
_!0 r(0)do = —9{ r(—a)da = l r(a)da = —_Gfo r(0) do,

sehingga 2 f_ego r(0) df = 0 yang berakibat f_ego r(0)do =0.m
Berikutnya diberikan pengertian fungsi genap pada sistem koordinat kutub dan dibahas
beberapa karakteristik fungsi genap yang disajikan dalam teorema-teorema.
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Definisi 6. Fungsi 7: R — R pada sistem koordinat kutub dikatakan fungsi genap jika
r(—0) = r(0), untuk setiap 0 di R.

Sebagai contoh, fungsi-fungsi yang didefinisikan r1(8)= cos@ dan r.(0)= 6?+1, keduanya
merupakan fungsi genap. Sedangkan fungsi r:(6)= 1+sin 8 bukan merupakan fungsi genap.
Grafik fungsi genap pada koordinat kutub simetri terhadap sumbu kutub, yakni garis 8 = 0.

Teorema 7. Jika r; dan r, keduanya fungsi genap, maka kr; dengank € R, r; + r, danry -
1, merupakan fungsi-fungsi genap.
Bukti: Misal berlaku r; (—6) = r,(6) dan r,(—8) = 1,(0), untuk setiap 6 € R. Oleh karena
itu, untuk setiap k € R diperoleh
kry(—=0) = k(’l(e)) = kr.(0),
(ry + 12)(=0) = 11(=0) + 1,(=0) = 11(0) + 1,(0) = (r; +12)(6),

(ry - 1)(=0) =1 (=0) - 12(=0) = 11(0) - 1,(0) = (1y - 12)(0).
Jadi kry dengan k € R, 1y + 1, dan ry - 1, merupakan fungsi-fungsi genap. m
Dari Teorema 7, diperoleh akibat berikut.

dan

Akibat 8. Kombinasi linear dan perkalian dari fungsi-fungsi genap adalah fungsi genap.
Bukti: Dapat menggunakan induksi matematika.
Teorema 9. Jika r fungsi genap yang terintegral pada selang [—6,, 8, ], maka

o 8o
_!0 r(0)do = zof r(8) db.

Selanjutnya diberikan pengertian fungsi simetri yang dapat dipandang sebagai generalisasi
fungsi ganjil atau fungsi genap.

Definisi 10. Fungsi 7: R — R pada sistem koordinat kutub dikatakan simetri terhadap garis

0 =6, jikar(8, —60) =r(8, + 0), untuk setiap 6 di R.

Dari Definisi 10 ini, jika diambil 8, = 0 maka berakibat bahwa fungsi simetri terhadap

sumbu kutub merupakan fungsi genap. Fungsi simetri terhadap garis 6 = 6, grafiknya
2

simetri terhadap garis 6 = 6,. Sebagai contoh, grafik fungsi r(8) = 62 —?—%

merupakan fungsi simetri terhadap garis 8 = %, sebab

2 T E—H 2
. r(z-0)=(3-°) ‘QT)—%ﬂ)Z'
an
T
Ero)= oy Tty
Grafik fungsi r(9) = 6 — ? — E disajikan pada Gambar 6.
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o w2

Gambar 6. Grafik fungsir(0) = 2 — — — —

2 16

Namun, suatu fungsi yang grafiknya simetri terhadap garis 8 = 6, belum menjamin
merupakan fungsi simetri terhadap garis 6 = 6,,. Sebagai contoh, fungsi r(6) = cos 26 yang
grafiknya diberikan pada Gambar 5, grafiknya simetri terhadap garis 6 = 7 /4 tetapir(6) =

cos 20 bukan fungsi simetri terhadap garis 0 = /4 sebab r G — 0) =sin 260 #
—sin 26 =r(§+9).

Teorema 11. Jika r; dan r, keduanya fungsi simetri terhadap garis 8 = 6, maka kry; dengan
k € R, ry + 1, dan 1y - r, merupakan fungsi-fungsi simetri terhadap garis 8 = 6.
Bukti: Misal berlaku (68, — 6) = (6, + 6) dan r,(6, — 0) = 1,(0, + 0), untuk setiap
6 € R. Oleh karena itu, untuk setiap k € R diperoleh

kri (6, — 6) = k(r1(90 - 9)) = kr (6, +6),

(ry + 1) (0 — 0) =11(6p — 6) +12(6) — 0) =11(6p + 6) +12(6, + 0)
= (L +1)(6,+6),

dan
(ry 1) (0g —0) =11(0g — 0) - 12(0p — 0) =11(0 + 0) - 1,(8 + 0) = (1 - 12)(6 + 6)
Jadi kry; dengan k € R, 1y + 1y, dan 7y - 1, merupakan fungsi-fungsi simetri terhadap garis
60=0, m

Akibat 12. Kombinasi linear dan perkalian dari sejumlah berhingga fungsi-fungsi simetri
terhadap garis 8 = 6, adalah fungsi simetri terhadap garis 8 = 6,,.

Bukti: Dapat menggunakan induksi matematika. m

Teorema 13. Jika r fungsi simetri terhadap garis 8 = 6, yang terintegral pada selang [0, —
6,,0, + 6], maka

00+61 00+61
f r(6)do =2 f r(6) d6.
60—01 o
Bukti: Dengan sifat integral tentu, diperoleh
00+6, 6o 00+01
f r(60)do = f r(60)do + f r(6)do (D
90—91 90_91 90

Selanjutnya, pandang integral pertama pada ruas kanan persamaan (1).
Dengan menggunakan sifat integral tentu dan Definisi 10, diperoleh

0o 0 01 09+61
r@)dd =— | r(6,—60)do = | r(6,+6)do = r(0) dé (2)
Jron=] | J
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Substitusikan persamaan (2) ke persamaan (1), diperoleh

0o+64 0o+6; 0+6, 0o+64
f r(H)def r(9)d9+f r(@)d9=2f r(6)do. m
90—91 0 0 0
SIMPULAN

Dari hasil penelitian dan pembahasan, diperoleh beberapa simpulan berkaitan dengan
pengertian dan karakteristik fungsi simetri pada koordinat kutub:

1. Fungsi r pada sistem koordinat kutub disebut fungsi simetri terhadap garis 8 = 6 jika
berlaku (8o - 8)= (60 + ), untuk setiap 6 € R.

2. Fungsi simetri terhadap garis € = 6y merupakan generalisasi dari fungsi ganjil atau fungsi
genap pada koordinat kutub.

3. Fungsi simetri terhadap garis 6 = 6, grafiknya simetri terhadap garis 8 = 6,, namun
suatu fungsi yang grafiknya simetri terhadap garis 8 = 6, belum menjamin merupakan
fungsi simetri terhadap garis 6 = 6.

4. Kombinasi linier dan perkalian sejumlah hingga fungsi-fungsi simetri terhadap garis 6 =
6o juga merupakan fungsi simetri terhadap garis 6 = 6.

5. Jika r fungsi simetri terhadap garis 8 = 6, yang terintegral pada selang [0, — 84,6, +
0,], maka

6p+64 6p+64
f r(0)do = 2 f r(6) de.
00—64 8o

Penelitian lanjutan yang bisa dikembangkan setelah dikenalkan pengertian fungsi simetri
dan karakteristiknya antara lain pengenalan dan karakteristik fungsi simetri pada sistem
dimensi tiga, misal koordinat bola.
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