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ABSTRAK

Penelitian ini bertujuan untuk menganalisis konstruksi dan performa kode linear yang dibangun pada Galois
ring GR(2%) menggunakan metrik Lee distance dalam menentukan kemampuan deteksi dan koreksi eror.
Metode penelitian yang digunakan adalah kajian pustaka melalui studi literatur terhadap berbagai referensi
relevan mengenai teori kode linear, Galois ring, dan penerapan Lee distance. Kode linear dibentuk sebagai
submodul berdimensi dua dengan panjang kode n = 3, menggunakan dua pasangan vektor generator bebas
linear yang berbeda, yaitu g, = (7,7,7), g, = (1,0,5) untuk matriks generator G;, dan g; = (7,6,7), g5 =
(7,7,5) untuk matriks generator G,. Setiap kombinasi linear dari kedua generator menghasilkan 64
codeword, yang kemudian dihitung bobot Lee-nya untuk menentukan distribusi bobot dan jarak minimum
kode. Hasil penelitian menunjukkan bahwa submodul pertama memiliki bobot minimum w; = 2 dengan
jarak minimum d; = 2, sehingga mampu mendeteksi satu eror namun belum dapat mengoreksi eror.
Sementara itu, submodul kedua memiliki bobot minimum w; = 3 dengan jarak minimum d; = 3, sehingga
mampu mendeteksi dua eror dan mengoreksi satu eror. Hasil ini menunjukkan bahwa pemilihan vektor
generator berpengaruh terhadap peningkatan kemampuan deteksi dan koreksi eror pada kode linear yang
dikonstruksi atas GR(23).

Kata kunci: Galois ring, kode linear, lee distance, deteksi eror, koreksi eror

PENDAHULUAN

Pada sistem komunikasi digital, keandalan dan keamanan transmisi data merupakan
aspek yang sangat penting. Pesan yang dikirim melalui kanal komunikasi sering kali
mengalami eror atau noise, sehingga diperlukan mekanisme yang mampu mendeteksi dan
mengoreksi eror tersebut. Salah satu metode yang banyak digunakan adalah kode linear,
yaitu himpunan codeword yang membentuk subruang vektor atau submodul dari suatu
struktur aljabar tertentu. Menurut Gassner ef al. (2022) dalam teori kode tradisional, kode
linear didefinisikan sebagai subruang vektor berdimensi k dari Fy dengan [F; adalah finite
field berisi g elemen. Du (2023) menyatakan bahwa penerapan kode linear mempu berperan
sebagai mekanisme deteksi dan koreksi eror untuk menjaga keandalan serta keamanan
sistem komunikasi dan penyimpanan data. Hal ini juga ditegaskan oleh Tao (2023)
menyatakan bahwa pengembangan error correction codes berakar dari teori Shannon
tentang pentingnya efektivitas dan keandalan transmisi informasi, serta menjadi dasar bagi
kemajuan berbagai sistem komunikasi digital modern.

Secara umum, implementasi kode linear selama ini berbasis pada finite field biner
GF(2), yang telah memunculkan berbagai jenis kode linear seperti Hamming, BCH, dan
Reed—Solomon. Meskipun efektif, kode linear berbasis GF (2) memiliki keterbatasan dalam
menangani tipe eror tertentu dan kurang fleksibel untuk memenuhi kebutuhan sistem
komunikasi modern. Di sisi lain, perkembangan teknologi seperti jaringan 5G, Wi-Fi
berbasis Orthogonal Frequency Division Multiplexing (OFDM), serta DNA storage
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membutuhkan sistem pengkodean yang lebih adaptif terhadap kompleksitas sinyal dan
struktur data non-biner.

Keterbatasan tersebut mendorong eksplorasi struktur aljabar yang lebih umum, salah
satunya adalah Galois ring dengan karakteristik 2%, misalnya GR(2%) (Dinh et al. (2022).
Menurut Holdman dan Keef (2016), Galois ring merupakan generalisasi dari Galois field
yang memiliki fleksibilitas lebih tinggi dalam konstruksi kode linear. Struktur Galois ring
menyediakan operasi penjumlahan dan perkalian yang memungkinkan pembentukan kode
linear dengan sifat-sifat yang tidak dapat dicapai melalui Galois field. Dalam konteks
analisis jarak kode pada Galois Ring, Mohan et al. (2020) menunjukkan metrik Lee distance
efektif digunakan untuk mengevaluasi jarak antar codeword, karena mengukur jarak antar
codeword berdasarkan selisih nilai tiap simbol, bukan sekadar jumlah posisi yang berbeda
seperti pada Hamming distance.

Berdasarkan latar belakang tersebut, penelitian ini berfokus pada konstruksi dan
analisis kode linear pada Galois ring GR(23) menggunakan metrik Lee distance. Penelitian
ini juga berupaya menjawab bagaimana metrik tersebut dapat digunakan untuk menentukan
jarak minimum antar codeword, serta meninjau kemampuan deteksi dan koreksi eror yang
dihasilkan dari konstruksi kode tersebut. Dengan demikian, tujuan penelitian ini adalah
untuk mengkonstruksi kode linear pada Galois ring GR(2%), menerapkan metrik Lee
distance dalam analisis jarak minimum, serta menilai kemampuan deteksi dan koreksi eror
yang dihasilkan.

Diharapkan penelitian ini dapat memberikan alternatif rancangan kode yang lebih
efisien dalam mendeteksi dan mengoreksi eror pada sistem komunikasi digital non-biner,
serta menjadi referensi akademik bagi studi lanjutan dalam bidang teori kode, komunikasi
modern, maupun kriptografi.

METODE

Penelitian ini menggunakan dua pendekatan utama, yaitu studi literatur untuk kajian
teoritis dan analisis komputasional untuk implementasi dan evaluasi kode linear. Studi
literatur dilakukan dengan menelaah berbagai referensi berupa buku teks dan artikel ilmiah
yang membabhas teori kode linear, struktur Galois ring, serta penggunaan metrik Lee distance
dalam analisis jarak kode. Kajian ini digunakan sebagai dasar konsptual dalam menentukan
definisi, sifat, dan parameter kode linear yang dikonstruksi.

Berdasarkan kajian teoritis tersebut, dilakukan konstruksi kode linear pada Galois ring
GR(23). Panjang kode dipilih sebesar n = 3, dengan pertimbangan bahwa nilai tersebut
cukup untuk menghasilkan struktur kode yang tidak trivial namun masih menungkinkan
dilakukan analisis secara sistematis dan komputasional. Kode linear dibentuk sebagai
submodul berdimensi dua dari GR(2%)3, dengan menggunakan dua himpunan vektor
generator yang saling bebas linear. Setiap himpunan generator digunakan untuk membangun
satu metrics generator, sehingga diperoleh dua konstruksi kode linear yang berbeda untuk
keperluan perbandingan.

Tahap analisis komputasional dilakukan untuk menghasilkan seluruh codeword dari
masing-masing matriks generator serta menghitung bobot Lee dan jarak Lee antar codeword.
Dari hasil perhitungan tersebut, ditentukan jarak minimum kode dan dianalisis kemampuan
deteksi serta koreksi eror yang dimiliki oleh masing-masing konstruksi kode lienar.
Implementasi komputasional dilakukan menggunakan bahasa pemrograman Python, dengan
memanfaatkan operasi aritmetika modular dan struktur data vektor untuk merepresentasikan
elemen-elemen Galois ring GR(23). Hasil analisis komputasional kemudian digunakan
untuk mendukung pembahasan teoritis yang diperoleh dari kajian literatur.
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HASIL DAN PEMBAHASAN

Penelitian ini mengkaji pembentukan kode linear pada Galois ring GR(23) yang
isomorfik terhadap Zg. Ring GR(23) =Zg memililki delapan elemen, yaitu
{0,1,2,3,4,5,6,7}. Struktur ini digunakan sebagai himpuanan dasar dalam membentuk
ruang modul dan submodul yang akan menjadi kode linear.

Langkah pertama adalah menentukan panjang kode n. Dalam penelitian ini, panjang
kode dipilih sebesar n = 3. Pemilihan panjang kode tersebut didasarkan pada pertimbangan
bahwa untuk n < 3, kode menjadi terlalu pendek sehingga tidak dapat mendeteksi eror
dengan baik, sedangkan untuk n > 3, jumlah elemen kode menigkat secara eksponensial
sehingga perhitungan menjadi telalu kompleks untuk dilakukan. Oleh karena itu, ruang

modul yang terbentuk adalah (GR (23))3 = (Zg)® yang memiliki 8% = 512 elemen.

Kode linear C didefinisikan sebagai submodul dari (GR (23))3 dengan dimensi k = 2.
Submodul tersebut dibangkitkan oleh dua vektor generator yang bebas linear di dalam (Zg)3.
Untuk meninjau pengaruh pemilihan generator terhadap karakteristik kode, dibentuk dua
matriks generator yang berbeda. Matriks generator pertama menggunakan vektor

g1 =(7,7,7)dan g, = (1,0,5),
sedangkan matriks generator kedua menggunakan
g1 =(7,6,7)dan g; = (7,7,5).
Terbentuk dua matriks generator yang berbeda yaitu
G1 = [g91; 921, G2 = [91; 9]

Kedua matriks generator tersebut kemudian digunakan untuk menghasilkan seluruh
codeword yang dibentuk oleh kombinasi linear
; C =(91,92) = {(ags + bg;) mod 8| a,b € GR(2°)}

an
C' = (g1, 95) = {(agy + bgy) mod 8 | a,b € GR(2%)}.
Sebagai contoh perhitungan pada matriks generator G; = [gy; g»] dengan g, =
(7,7,7) dan g, = (1,0, 2), misalkan dipilih a = 2 dan b = 3. Maka diperoleh
c=(2(7,7,7) + 3(1,0,5))(mod 8)
c=(02x%x7+3x%x1,2x7+3x%x0,2%X7+3x5)(mod 8)
c=(14+3,14+ 0,14 + 15)(mod 8) = (17, 14,29)(mod 8)
Sehingga diperoleh salah satu codeword dari submodul C adalah ¢ = (1, 6, 5).
Untuk matriks generator kedua G, = [g;; g2] dengan g; = (7,6,7) dan g; =
(7,7,5), misalkan juga dipilih a = 2 dab b = 3. Maka diperoleh
¢ =(2(7,6,7) +3(7,7,5))(mod 8)
' =2%x7+3%x7,2Xx6+3x%x7,2X7+3x5)(mod8)
¢ =14+ 21,12 + 21,14 + 15)(mod 8) = (35, 33,29)(mod 8)
Sehingga diperoleh salah satu codeword dari submodul €’ adalah ¢’ = (3,1, 5).

Dengan cara serupa, seluruh kombinasi pasangan (a,b) dengan a,b € GR(23)
menghasilkan total 82 = 64 codeword yang berbeda dari masing-masing matriks generator
G, dan G,.

Setelah semua codeword diperoleh dari masing-masing matriks generator, langkah
berikutnya adalah menghitung bobot Lee dari setiap codeword. Bobot Lee dihitung
berdasarkan jumlah jarak Lee dari setiap komponen dalam vektor terhadap komponen vektor
nol. Untuk elemen x € Zg, bobot Lee didefinisikan sebagai berikut,

w; (x) = min(x, 8 — x),
dan jarak Lee antara dua codeword x = (x4, X5, ..., X,) dany = (¥4, ya, ..., ¥ ) didefinisikan
sebagai,
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d,(x,y) = z wy, (x; — y;).

Sebagai contoh, dari hasil kombinasi pada matriks generator G, diperoleh salah satu
codeword ¢ = (1,6,5). Untuk menentukan bobot Lee dari codeword ini, dilakukan
perhitungan sebagai berikut,

w, (1) =min(1,8—-1) =1,
w;(6) = min(6,8 — 6) = 2,
w;(5) = min(5,8 — 5) = 3.
Maka total bobot Lee dari codeword ¢ = (1, 6,5) adalah,
wi(c)=1+2+3=6.
Kemudian bobot Lee dari codeword ¢’ pada matriks generator G, sebagai berikut,
w;(3) =min(3,8—-3) =3
w, (1) =min(1,8—-1) =1
w;(5) = min(5,8 —5) =3
Maka total bobot Lee dari codeword ¢ = (3,1,5) adalah,
wi(c)=3+1+3=7.

Dari dua contoh tersebut, dapat dilihat bahwa codeword ¢ dan ¢’ memiliki bobot Lee
yang berbeda, yaitu 6 dan 7. Perbedaan bobot Lee ini menunjukkan bahwa struktur generator
yang digunakan memengaruhi distribusi jarak minimum pada kode linear yang dibentuk.
Nilai jarak minimum tersebut kemudian dibandingkan dengan nilai codeword lainnya untuk
menganalilsis kemampuan kode dalam mendeteksi dan mengkoreksi eror pada sistem
komunikasi digital.

Setelah dilakukan perhitungan terhadap contoh codeword dari masing-masing matriks
generator G; dan G,, langkah selanjutnya adalah menerapkan prosedur yang sama untuk
seluruh kombinasi a, b € GR(23) pada masing-masing generator. Dengan demikian, seluruh
codeword yang dihasilkan dari setiap pasangan vektor generator dihitung bobot Lee nya
secara menyeluruh. Setiap codewrod pada GR(23)3 dengan dimensi submodul k = 2
kemudian dikelompokkan berdasarkan nilai bobot totalnya.

Hasil perhitungan ini memberikan gambaran mengenai distribusi bobot Lee pada
masing-masing submodul, yang menggambarkan perbedaan karakteristik jarak minimum
serta kemampuan deteksi dan koreksi eror dari setiap kode linear yang dibentuk. Hasil
perhitungan ditampilkan pada Tabel 1, yang memuat jumlah codeword untuk setiap nilai
bobot Lee pada masing-masing matriks generator.

Distribusi bobot Lee pada Tabel 1 menunjukkan bahwa distribusi bobot Lee berbeda
untuk masing-masing pilihan matriks generator. Berdasarkan teori pengkodean, sebuah kode
dengan jarak minimum d dapat mendeteksi hingga d — 1 eror dan mampu mengoreksi

hingga [%j eror. Nilai bobot minimum yang diperoleh dari masing-masing submodul

kemudian digunakan untuk menilai kemampuan deteksi dan koreksi erornya.

Untuk submodul pertama dengan generator g, = (7,7,7) dan g, = (1,0,5), diperoleh
bobot minimum vektor non-zero sebesar w; = 2, sehingga jarak minimum Lee nya adalah
d; = 2. Berdasarkan rumus tersebut, kode ini mampu mendeteksi hingga d; — 1 = 1 eror,

namun belum dapat melakukan koreksi karena [%j = 0.

Sementara itu, untuk submodul kedua dengan generator g; = (7,6,7)dan g5 = (7,7,5),
diperoleh bobot minimum vektor non-zero sebesar w; = 3, yang berarti jarak minimum Lee-
nya adalah d; = 3. Dengan demikian, kode pada submodul kedua dapat mendeteksi hingga

d; — 1 = 2 eror dan mengoreksi hingga [%j = 1 eror.
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Tabel 1. Tabel Distribusi Bobot Lee pada Submodul Berdimensi Dua
9. =(7,7,7)dang, = (1,0,5) g, =(7,6,7)dan g, = (7,7,5)
Bobot w, (c) Jumlah Codeword Bobot w, (c) Jumlah Codeword

0 - 0 -
1 0 1 0
2 2 2 0
3 4 3 6
4 7 4 11
5 12 5 10
6 12 6 8
7 12 7 10
8 7 8 11
9 4 9 6
10 2 10 0
11 0 11 0
12 1 12 1

Hasil ini menunjukkan bahwa variasi pemilihan vektor generator memberikan pengaruh
langsung terhadap peningkatan kemampuan deteksi dan koreksi eror dari kode linear yang
dibangun di atas GR(23). Temuan ini sejalan dengan hasil penelitian Mohan et al. (2020)
yang menyatakan bahwa struktur kode linear pada Galois ring sangat dipengaruhi oleh
pemilihan matriks generator. Penelitian ini juga mendukung pandangan Holdman dan Keef
(2016) bahwa Galois ring menyediakan fleksibilitas structural yang lebih besar
dibandingkan Galois field dalam konstruksi kode linear non-biner.

SIMPULAN

Penelitian ini menunjukkan bahwa konstruksi kode linear pada Galois ring GR(23)
dengan panjang kode n = 3 dan dimensi submodul k = 2 menghasilkan karakteristik
deteksi dan koreksi eror yang berbeda, bergantung pada pemilihan vektor generator. Analisis
menggunakan metrik Lee distance memperlihatkan bahwa variasi generator berpengaruh
langsung terhadap nilai jarak minimum kode yang menentukan kemampuan deteksi dan
koreksi eror. Hasil penelitian ini menjawab tujuan utama penelitian, yaitu membuktikan
bahwa penilihan struktur generator yang tepat pada kode linear berbasis Galois ring dapat
meningkatkan performa kode. Temuan ini mendukung teori Holdman dan Keef (2016)
sebelumnya bahwa Galois ring memberikan fleksibilitas lebih tinggi dibandingkan finite
field biner dalam perancangan kode linear pada sistem non-biner. Kode linear berbasis
GR(23) dengan metrik Lee distance berpotensi diterapkan pada sistem komunikasi dan
penyimpanan data non-biner yang membutuhkan ketahanan eror lebih baik. Penelitian
selanjutnya dapat diarahkan pada penggunaan panjang kode dan dimensi yang lebih besar,
serta perbandingan performa kode linear berbasis Galois ring dengan kode linear pada finite
field dalam konteks aplikasi komunikasi modern.
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